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I. Zielsetzung des Versuchs

In diesem Versuch sollen Sie die Eigenschaften des physikalischen Pendels untersuchen.
Dazu messen Sie die SchwingungsdauerT in Abhängigkeit von der Massenverteilung
des Pendels und dem maximalen Auslenkwinkelφ0 . Charakteristische Größen f̈ur die
Massenverteilung sind das Trägheitsmomentθ und die Richtgr̈oßeD.

Weiterhin sollen Sie sich darüber klar werden, warum man das physikalische Pendel bei
kleinen Auslenkwinkeln durch den harmonischen Oszillatorann̈ahern kann.

II. Vorkenntnisse

a) allgemeine Vorkenntnisse:
Harmonischer Oszillator mit seiner Schwingungsgleichungund deren L̈osung, ge-
dämpfte Schwingungen, G̈ute.
Dynamik eines starren K̈orpers: Pendelbewegung, Trägheitsmoment, Steinerscher
Satz.
Literatur:
Jedes Lehrbuch der Physik: z. B.:
Alonso-Finn, Band 1;
Berkeley, Band 1;
Bergmann-Scḧafer, Band 1;
Gerthsen.

b) spezielle Literatur zum Versuch:
Westphal, Physikalisches Praktikum, Aufgabe 9

c) Fehlerrechnung:
Westphal, Physikalisches Praktikum, Kap. 8, 9, 10
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III. Theorie zum Versuch

a) Die Bewegung eines physikalischen Pendels wird beschrieben durch die Differen-
tialgleichung

d2φ

dt2
+

mgs

θ
sinφ = 0 (1)

(Herleitung?)
φ ist der Winkel, um den das Pendel aus der Ruhelage ausgelenktist
m ist die Ruhemasse des Pendels
g ist die Erdbeschleunigung
θ ist das Tr̈agheitsmoment des Pendels bezüglich dessen Drehachse
s ist der Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse
Für die SchwingungsdauerT folgt daraus nach längerer Rechnung:

T = 2π

√

θ

mgs

(

1 +
1

4
sin2

φ0

2
+

9

64
sin4

φ0

2
+ ...

)

(2)

φ0 ist der Winkel, um den das Pendel maximal ausgelenkt ist. Dasdiese Gleichung
recht schwierig zu finden ist, benutzt man für kleine Winkel die folgende
Näherung:

sin φ = φ (3)

(3) in (1) eingesetzt, f̈uhrt zu der Schwingungsgleichung des harmonischen
Oszillators

d2φ

dt2
+

mgs

θ
φ = 0 (4)

Dies ist eine lineare Differentialgleichung, die sich mit dem Ansatz

φ = A sin ωt (5)

leicht lösen l̈aßt. F̈ur die SchwingungsdauerT erḧalt man:

T = 2π

√

θ

mgs
= 2π

√

θ

D
(6)

D = mgs : Richtmoment
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Der Fehler, den man macht, wenn man mit Gl. (6) rechnet, beträgt bei

φ0 = 2◦ 0, 0076%
φ0 = 10◦ 0, 19%
φ0 = 20◦ 0, 76%
φ0 = 30◦ 1, 74%

b) Für das Tr̈agheitsmoment eines homogenen Zylinders der MasseM bez̈uglich
einer AchseA, die senkrecht zur Symetrieachse und durch den mittelpunktdes
Zylinders geht, gilt:

θA =
M

4

(

h2

3
+ r2

0

)

(7)

h ist die Höhe des Zylinders
r0 ist der Radius des Zylinders

Trägheitsmomente bezüglich Achsen, die parallel zu der oben genannten AchseA

verlaufen, berechnen sich nach dem Steinerschen Satz:

θ = θA + MR2 (8)

wobeiR der Abstand der Achsen ist (siehe Anhang).

IV. Versuchsdurchführung

Es steht Ihnen zum Experimentieren eine Pendelstange zur Verfügung, auf die wahlweise
bis zu drei zylindrische Gewichte aufgeschoben und befestigt werden k̈onnen und zwar
sowohl oberhalb wie unterhalb der Drehachse. Die Schwingungsdauer des Pendels kann
mit einer elektrischen Hand-Stoppuhr gemessen werden.

1 Zeigen Sie, daß das Quadrat der SchwingungsdauerT eines physikalischen Pendels
proportional zum Tr̈agheitsmomentθ und umgekehrt zu proportional zum Richtmo-
mentD ist:

T 2
∼

θ

D
(9)

Messen Sie dazu die SchwingungsdauerT

a) in Abḧangigkeit vom Tr̈agheitsmoment bei konstantem RichtmomentD
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Versuchsaufbau:

Messen SieT in Abhängigkeit vona bei konstantemb und tragen Sie in einem
DiagrammT 2 gegena2 auf. warum liefert das die gleiche Abhängigkeit wie
oben beschrieben?

b) in Abhängigkeit vom RichtmomentD bei konstantem Tr̈agheitsmomentθ.
Überlegen Sie sich analog zu Teilaufgabe a) einen Versuchsaufbau f̈ur b).
(4 Meßwerte). Tragen Sie in einem DiagrammT 2 gegen1

s
auf, wenns der

Abstand der Drehachse vom Schwerpunkt des Pendels ist. Warum ist es sinn-
voll, T 2 gegen1

s
und nicht etwaT gegens aufzutragen? (Fehlerrechnung

siehe Teil V.)

2 Messen Sie die SchwingungsdauerT in Abhängigkeit von der maximalen Auslen-
kungφ0 des Pendels (siehe Gl.(2)), und tragen SieT gegensin2 auf.(Die Versuchs-
daten ben̈otigen Sie f̈ur Aufgabe 4 . (Fehlerbetrachtung siehe Teil V.).

3 Messen Sie die Schwingungsdauer des Stabes allein und bestimmen Sie daraus
nach Gl. (6) das Tr̈agheitsmoment des Stabes (g = 9, 81 m

s2 ). Vergleichen Sie diesen
experimentellen Wert mit dem nach Gl. (7) und (8) theoretisch berechneten.

4 Berechnen Sie das Gesamtträgheitsmoment der Meßanordnung aus2 aus den
Einzeltr̈agheitsmomenten des Stabes und der Zylinder.
Bestimmen Sie damit die Erdbeschleunigungg nach Gl. (6), indem Sie für die
SchwingungsdauerT den aus dem Diagramm der Meßreihe2 extrapolierten
Wert für φ0 = 0 (warum?) einsetzen.
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V. Fehlerrechnung

In einem physikalischen Experiment hat man es immer mit mehreren, verschiedenen Feh-
lerquellen zu tun. Um den Fehler einer Messung quantitativ behandeln zu k̈onnen, muß
man die verschiedenartigen Auswirkungen der Fehlerquellen auf das Experiment untersu-
chen. Die Messung vonT wird in diesem Experiment z.B. durch folgende Fehlerquellen
beeinflußt: Reibungswiderstand, Ablesegenauigkeit, max.Auslenkwinkelφ0. Überlegen
Sie sich ẅahrend der Versuchsdurchführung, ob noch weitere Fehlerquellen die Messung
merklich beeinflussen.
Die Auswirkungen des maximalen Auslenkwinkelsφ0, untersuchen Sie im 2. Teil des
Versuchsprogrammes. Der Einfluß der Reibung kann bei der vorhandenen Versuchsan-
ordnung vernachlässigt werden. Schätzen Sie die Ablesegenauigkeit der Uhr ab! Der Ein-
fluß auf die Messung vonT kann dadurch verringert werden, indem Sieüber 10 Perioden
messen und diesen Wert durch 10 dividieren. Führen Sie diese Messung 3x durch und
bestimmen Sie den MittelwertT , den mittleren Fehler der Einzelwerte und den Fehler
des Mittelwertes∆T . Mit ∆T haben Sie einen Fehler vonT , den Sie im Diagramm als
Fehlerbalken eintragen sollen:

Wie Sie sp̈ater bei der Behandlung der Fehlerfortpflanzung lernen werden, ist der Fehler
vonT 2:

∆(T 2) = 2(∆T )T (10)

Durch Ihre Meßpunkte legen Sie nach Augenmaß eine Gerade.
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Anhang A

Ger̈ateliste:
1 Stange mit Aufḧangung
3 gleiche Zylinder
1 Stoppuhr
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Anhang B

Mathematischer Anhang (nur für Interessierte, kein Lernstoff !)
Beispiel der Berechnung eines Tr̈agheitsmomentes

Es soll das Tr̈agheitsmoment eines homogenen Zylinders der MasseM bez̈uglich einer
AchseA senkrecht zur Zylinderachse berechnet werden.
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Für einen Massenpunkt ist das Trägheitsmoment definiert als

θ = mR2 (11)

(m= Masse,R= Abstand des Massenpunktes von der Drehachse).

Für einen ausgedehnten Körper muß man zum Integralübergehen und schreiben

θ =

∫

dmR2 (12)

Wegenm = %V (Dichte% = const.) istdm = %dV , also

θ = %

∫

dV R2 (13)

wobeiüber das ganze Volumen des Zylinders integriert wird. In den(aus
Symmetriegr̈unden zweckm̈aßigsten) Zylinderkoordinaten ist das

”
kleine

Volumenelement “dV (siehe Fig. 2):dV = dr dz r dϕ und somit

θ = %

∫

dr dz r dϕ R2 (14)

Dieses
”
Volumenintegral “wird berechnet, indem manüber jede Variable einzeln

integriert. Die Integrationsgrenze erhält man aus der Form des Körpers:

θ = %

∫ r0

0

dr r

∫ R

2

−
R

2

dz

∫

2π

0

dϕR2 (15)

Aus Fig. 1 liest man ab:

a = r sin ϕ, R2 = z2 + a2 = z2 + r2 sin2 ϕ (16)

Damit ist

θ = %

∫ r0

0

dr r

∫ R

2

−
R

2

dz

∫

2π

0

dϕ(z2 + r2 sin2 ϕ) (17)

θ = %

∫ r0

0

dr r

∫ R

2

−
R

2

dz z2

∫

2π

0

dϕ + %

∫ r0

0

dr r3

∫ R

2

−
R

2

dz

∫

2π

0

dϕ sin2 ϕ (18)
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Dieses sind elementare Integrale und unter Berücksichtigung, daß

∫

2π

0

dϕ sin2 ϕ = π (19)

erḧalt man:

θ = %

∫ r0

0

dr r

∫ R

2

−
R

2

dz z2(2π) + %

∫ r0

0

dr r3

∫ R

2

−
R

2

dz(π) (20)

θ = 2π%

∫ r0

0

dr r(
1

3

h3

4
) + πσ

∫ r0

0

dr r3(h) (21)

θ = 2π
h3

12
% (

1

2
r2) + πh%(

1

4
r4) (22)

θ =
πr2h%

4
(
h2

3
+ r2) (23)

Da (πr2h%) die MasseM des Zylinders ist, ergibt sich die Endformel für das
Trägheitsmoment:

θ =
M

4
(
h2

3
+ r2

0
) (24)
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