BERGISCHE UNIVERSIAT WUPPERTAL

Versuch M3

Bestimmung des Elastiziitsmoduls durch Biegung und
dynamische Bestimmung des Torsionsmoduls

|. Zielsetzung des Versuchs

Es soll eine Vorstellung von den materialspezifischedf3gn Elastizatsmodul und Tor-
sionsmodul entwickelt werden. Zu diesem Zweck werden SieHtastiziatsmodule ei-
niger Eisensibe bestimmen; die dynamische Bestimmung des Torsiondmedolgt
durch Drehschwingungen.

II. Vorkenntnisse

1) allgemeine Vorkenntnisse

Hooke’sches Gesetz, dgheitsmoment, Steiner’'scher Satz, Schwingungsglegchun

Literatur: Jedes Lehrbuch der Physik, z.B.:
BERGMANN-SCHAFER, Band 1;
BERKELEY, Band 1;

Alonso-Finn, Band 1;
PoHL, Mechanik;
GERTHSEN

2) spezielle Vorkenntnisse

Elastizitittsmodul, Torsionsmodul, &hentagheitsmoment, Biegung.

Literatur: BERGMANN-SCHAFER, Band 1;
PoHL, Mechanik;
GERTHSEN



3) Fehlerrechnung

Literatur: WESTPHAL, Physikalisches Praktikum, Kap. 8 — 11, 12.1



[1l. Theorie zum Versuch

1) Bestimmung des Elastiziitsmoduls durch Biegung

/Elnspannung lF
‘\

Ein Metallstab der BngeL, Breiteb und Dickea ist an einem Ende fest eingeklemmt.
Am anderen bewirkt eine zur Stabachse senkrecht wirkendé& Krein Drehmoment,
welches eine Biegung des Stabes hervorruft. Die Absenkudeg Stabes heil3t Biegungs-
pfeil.

Bei einem solchen Vorgang wird der obere Teil des Stabesmedeer untere gestaucht.
Die Grenzschicht zwischen Stauchung und Dehnung heékitrale Faser. Unter Béck-
sichtigung der folgenden Annahmen ergibt sithden Biegungspfeit in Abhangigkeit
von der KraftF":

1. Beider Biegung bleiben rechteckige Querschnitte ddseStia ihrer Form erhalten.

2. Die neutrale Faser liegt in der geometrischen Mitte.

LS
3EIT

F (Herleitung siehe Anhang) )

S =

FE = Elastiziitsmodul,
1 = Flachentagheitsmoment, wobei:

a) fir einen rechteckigen Stdb= 1a3b

b) fur einenrunden Stab I = §R4 (R = Radius)

Ist die Kraft F' bekannt, ergibt obige Gleichung einen Zusammenhang zefscem
Biegungspfeils und dem ElastizétsmodulE.



2) Dynamische Bestimmung des Torsionsmoduls

Zylinder

Ein Metalldraht mit der BngeL und dem Radiug: wird durch einaul3eres Drehmoment
M um den Winkelkp verdrillt.

Zur Berechnung vo/ zerlegen wir den Draht inithnwandige Hohlzylinder derdnge
L mit dem Radius- und der Wandstrkedr.

Auf einem solchen Zylinder betrachten wir einen schmaleeiféh der Breitels. Dieser
bildet raherungsweise einen Quader mit den KarétegénL, dr, ds. Beim Verdrillen um
den Winkelp wird durch Scherung um den Winkélaus dem Rechteck mit den Seitén
undds ein Parallelogramm.

Nach dem Hookeschen Gesetz dilt tlie Scherspannurig:

T=G9=0G % ¢ (G = Torsionsmodul) )



Die an der Fhchedr ds angreifende Tangentialkraft ist dann:

dF:%J%@mnk:Tdr% ©)

und das Drehmoment bigglich der neutralen Faser

dM:dFr:G%TQdes 4)

Durch Integratioruberds erbalt man das Drehmoment auf den Hohlzylinder
G
My = 4 2mr? dr (5)

Durch Integratioruberdr erhalt man das Drehmomentif den Draht

R R*
Mwaigongo, D—TFGE (6)

Werden — wie bei diesem Versuch — zweidbte des gleichen Materials und der glei-
cher Dicke mit den Bngenl; undly um den Winkely verdrillt, so ergibt sichiir die
GroRReD : i
1 1
D=Di+Dy=7G — | —+ — (7
2\l I

d.h. man mufd. durch die effektive Bngel. ersetzen:

1 1\ !
= <a * z—) ©)




Aufgrund des Drehmomentdd = 0¢ vollfiihrt der aufgeingte Korper (Stange + zy-
lindrische Massengtke) mit dem Tagheitsmomeni harmonische Schwingungen nach
der Schwingungsgleichung:

05+ Dy =0 9)

(Beachteip und haben stets verschiedene Vorzeichen)

0
T=2n \/; (10)

Das Tiagheitsmomertt des aufgelingten Kirpers setzt sich zusammen aus deéagheits-
momentfs des Stabes und deiquatorialen Tagheitsmomentefl, der Massensicke
(Massem), wenn die Schwerpunkte den gleichen Abstand von der Dhedeglcaben:

mit der Schwingungsdauét:

0 =0s+2 (0, + md?) (12)

Damit ertalt man eine Geradengleichufig = f (d2), aus deren Anstieg sich das Torsi-
onsmodulG berechnendf3t.

IV. Versuchsdurchfihrung

1) Zu: Bestimmung des Eleastiziitsmodules durch Biegung

1. Rir zwei rechteckige Eiserédte und einen runden Eisenstab ist der Biegungspfeil
s als Funktion der Kraff' im linearen Bereich zu messen. Die gemessenen Werte
werden hierbei sofort graphisch aufgetragen. BeachtediSiNullage!

2. Aus der Steigung der Geraddir flie rechteckigen Eiseridie ist jeweils das Ela-
stizitatsmodulE (in N/mm?) zu bestimmen. Fehlerrechnung.

3. Hirden runden Eisenstab ist aus der Steigung der Geradeemitrittleren®’ aus
2. das Fachentagheitsmoment zu bestimmen und mit dem theoretisch berechne-
ten Wert fir I (siehe Anhang) zu vergleichen. Fehlerrechnung.

2) Zu: Dynamische Bestimmung des Torsionsmoduls
4. Die Schwingungsdauét wird fur verschiedene Abahded der Massensgicke von

der Drehachse bestimmt ufit gegend? aufgetragen. Hierbei sollte mandurch
Messung der Zeitifr mehrere Schwingungsperioden bestimmen (warum?).



5. Ebensoist die Schwingungsdadgrdes Stabes ohne Massditdte zu bestimmen.

6. Aus der Steigung der Gerad@l = f(d?) ist G (in N/mm?) zu bestimmen. Feh-
lerrechnung. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit Tabelleriere(z.B. GERTHSEN).

7. Bestimmen Sie aus den Achsenabschnitten der Geféden 26.,).

8. Bestimmen Siés mit Hilfe der Messung vofl's und vergleichen Sie das Ergebnis
fur 8, mit dem Wert, den Sie erhalten, indem Sie dggatoriale Tagheitsmoment
des Masserikrpers theoretisch nach der Gleichung

M 5, ., L? - -
0 — - (Fa+ BRI+ = (Herleitung siehe Anhang) (12)

berechnen.R,= AuRRenradiusR; = Innenradius’ = Lange,M = Masse

V. Fehlerrechnung

1) Zur Bestimmung der Steigung der Geradens = f(F)

Trotz sorgéltiger Justierung der Nullageédknen Sie aufgrund der Mechanik der MeR3in-
strumente einen systematischen Fehler beim Ablesen dgsiijepfeilss nicht immer
vermeiden. Er wirkt sich derart aus, daf Ihre Gerade nicatemvartet durch den Null-
punkt gehen wird. Bei der Berechnung der Steigung hebt sededsystematische Fehler
jedoch wieder heraus.

Berechnen Sie die Steigung und dessen Fehler, wieds WHAL, Physikalisches Prak-
tikum, Kap. 12.1., beschrieben.

2) Bestimmung des Fehlers des Elastizitsmoduls E durch Fehler-
fortpflanzung

Aus der Gleichungifr den Biegungspfeid ertalt man fir die Steigung der Geraden:

L3 1, L* 1 412 1
A 5 TTR" T FTyaT A (13)
Samtliche in dieser Gleichung auftretenderdGen sind fehlerbehaftet. In diesem Ver-
such sollen Sie nur die Fehlerfortplanzung in einem Potertzkt betrachten.



Die FehlerAL , Aa , AA gehen folgendermalf3en in den Fehler vorin:

@ - _\/ L)+ 85 Aa)? + (gi AA)? (14)

(siehe GI. 5 Westphal)

(CEALP  (“BEAa? (AL AAp
_\/ () (iL5)s () (15)

atA atA atA

S (A=) 4 ()2 (16)

(siehe GI. 6 WesTPHAL Fehlerfortpflanzung in einem Potenzprodukt)

Bestimmen Sie nach dieser Gleichung den Fehlerikion

Mit [ = erg|bt sich analog als relativer Fehler vbn

SR U ar)

SAE

3) Zur Bestimmung der Steigung der Geradernl™ = f(d?)

Wenden Sie zur Bestimmung der Steigung das iBSfPHAL, Kap. 12.1., beschriebene
Verfahren an. Auf eine weitergehende Fehlerrechnung zatilBenung des Fehlers von
G soll hier verzichtet werden, da sie nur mit einem@eren Aufwand und mit den Glei-
chungen der Fehlerfortpflanzungergtich ist, die aber erst in einem&gren Versuch
eingefihrt werden.



Anhang A

Geirateliste:

1. Versuchstafel zur Biegung
Zug- und Druckwaage
MeRuhr
Metallstibe
Mal3stab
Schieblehre

2. Torsionsgeit
Malstab
Mikrometerschraube
Stoppuhr
Prazisionswaage
zylindrische Gewichte
Schieblehre



Anhang B

Berechnung von Tragheitsmomenten und Fachentragheitsmomenten

Obwohl Tragheitsmomente und &thentagheitsmomente physikaliscldhig verschie-
dene GbRen sind (Dimension!), haben sie dd@dimliche Bedeutung:

Tragheitsmoment = [ 72dm = ¢ [ 72dV (Dichte » homogen)
beschreibt die Tagheit der Masse gegélper Drehschwingungen,

Flachentagheitsmoment = [ #2d A
beschreibt digTragheit “der Fhche gegeiiber Verformungen.

7 ist jeweils der Abstand des MassenelemenieqFlachenelementegA) von der Dreh-
achse (neutralen Faser).

Mathematisch bedeutet diegénlichkeit gleiche Berechnungsweise mit dem einzigen
Unterschied, daB ein Volumenintegral ist] jedoch nur ein Fichenintegral!

Die Experimentalphysik-Lehtither berechnen meiéund I nur fiir solche Speziadile,
bei denen durch eine geschickte Einteilung die Volumen-. Fzachenintegrale auf ein-
dimensionale Integrale ziickgefihrt werden!

Zur allgemeinen, exakten Berechnung muf3 man jedoch diedimeénsionalen Integrale
|6sen, was oft unidglich ist. Die eleganteste Methode zur Vereinfachung dergrale
besteht nun darin, daR man ein Koordinatensysteihltwwelches der Geometrie des
Problems mglichst angepalt ist. So wird man z.B. zur Berechnungfkvetsger Fhchen
Polarkoordinaten eifihren:

T =1Ccos @
y=rsing

YA

10



Die mathematische Schwierigkeit besteht nun in der Transition wichtiger Infinite-
simalgil3en. Fir alle wichtigen Koordinatensysteme findet man die Ergetmin For-
melsammlungen. So ergibt siclirfdas FahchenelementA in Polarkoordinaten:

dA =dx dy =r dr d¢ (18)

Beispiele

a) Flachentragheitsmoment einer Kreisfiche beiiglich einer aquatorialen neutra-
len Achse

Nach den bisherigen neutralefberlegungen erhalten wir:

R 2m
I:/deAz/ / 7 dr deé (29)
A 0o Jo

Der Abstandr des Fchenelementes von der neutralen Achse ist geyade sin ¢:

R 27
I= / dr do r® sin? ¢ (20)
0 0

I=-R* (21)

T
4

neutrale R ®
Achse \ T x

11



b) aquatoriales Tragheitsmoment eines Hohlzylinders

Hierbei sei die x-Achse die Drehachse.

Zur Vereinfachung des Integrationsproblems werden Zglikdordinaten eingéhrt:
T =T COoSY

Yy =rsingp

zZ=Zz

Damit ergibt sich fir den senkrechten Abstand des Volumenelementes von deathee:

72 =y 4 22 =r?sin® p + 22 (22)

Das VWolumenelementV mit der Masseim 1af3t sich wie folgt darstellen:
dV =dx dy dz =r dr dp dz (23)

In diesen, dem Problem angepal3ten, Koordinaten beredbhelasiquatoriale Tagheits-
moment folgendermallen:

0= [ F2dm=o | 7dV, o =spez. Dichte 24
P

v
Ra 27
0 = Q/ dr/ dy / dz (r*sin® ¢ + r2%) (25)
Ri 0 -

NSl

vl

12



2
L? R? - R?
12 2 }

Ra 27 Ra +%
0=p L/ drrg/ d<psin2g0—|—27r/ drr/
Ri 0 Ri -L

6=o {L%(Rﬁ +RY) +2r
Das Volumen des Hohlzylinders it = 7(R% — R?)L. Damit ist:

M L?
=—(R>+R?+ —
4( a+ Z+3)

13

dz 2* } (26)

(27)

(28)



¢) Berechnung des Biegungspfeils, vgl. Teil 111.1)

Wir betrachten ein kleines &tk des Stabes an der Stellg, das die langel hat, vgl.
Skizze in Teil Ill.1) auf Seite 2:

neutrale—7
Faser

1L

/'\TY/
('r O
T
& [y
dr
N
N
N
NN
S
>
] N
Q———‘—a—.

Querschnitt

schematischer
Langsschnitt

Esgilt: £t = %.

Man sieht, daf3 die Dehnung (Stauchung) mit dem Abstand voneldralen Faser zu-
nimmt.

Nach dem Hooke‘schen Gesetz und der Definition von Spannilinfjig die Kraft auf
das FachenelementA:

dF:E%dA:E%dA (29)

Das DrehmomeniM beZiglich der neutralen Faser ist dann:

dM = = r2 dA (30)

Durch Integration erfilt man das Drehmoment auf dasi&k! an der Stellery des Stabes:

E E E1 . E
M==[rdA== [ bdr==—d’b==1 31
R/T R,/T "TR12¢ R (31)

Die Grol3el bezeichnet man in Analogie zumalgheitsmoment als &hentagheitsmo-
ment:

I:/r2 dA  vgl. Teil l11.1) (32)

14



Das Drehmoment/ muf3 gleich dem durch diauBere Kraff' auf das Sick! wirkenden
Drehmoment sein:

M = F(L — ) (33)
Durch Vergleich mit Gl. (31) erdt man:

1 F
B E(L — x0) (34)
Fur den Kiimmungsradius einer Kurye= f(x) gilt:

1 &y
—_de 35
R (1+(d)2)3 (35)

k| ™

Solange wir nur kleine Biegungen betrachfers s, gilt in guter Naherung:

1 d%y
R~ da? (36)
Damit ertalt man fir die Biegungskurve = y = f(z) die Differentialgleichung:
d?y F
o~ pr L) (37)
Die Losung durch zweimaliges Integrieren lautet:
F 22 23
= — L— _
Yy EI( 5 5 + 1w+ c2) (38)
Wegen der Randbedingungen:
y(0)=0 (dort, wo der Stab eingespannt ist, istiirdiich s = 0)
und 2 (0) = 0
gilt: ¢; = co = 0.
Damit erhalten wir @ir fur den Biegungspfeid an der Steller = L:
LS
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