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Versuch M4
Eigenschwingungen auf einem Draht
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I. Zielsetzung des Versuchs

In diesem Versuch werden stehende Wellen (Eigenschwingungen) auf einem Draht un-
tersucht. Der Draht befindet sich dabei in einem starken Magnetfeld und wird von einer
Wechselspannung (mit verschiedenen Frequenzen) durchflossen.

Vorkenntnisse:

Induktion;
mathematische Beschreibung einer Welle, Wellengleichungund ihre L̈osung,
stehende Wellen, Eigenschwingungen,
erzwungene Schwingungen, Dämpfung, Resonanzkurven.

Fehlerrechnung:

Mittelwert, Standardabweichung, Fehlerfortpflanzung, lineare Regression

II. Literatur

GERTHSEN: Kap. 4.1.2, 4.1.5, 4.2.1 4.2.4, 4.2.6 (Auflage beachten!)
FEYNMAN I: Kap. 4.9.1, 4.9.2
WESTPHAL: Kap. 4,§§ 84, 89, 94, 96
BERKELEY 3: Kap. 2, 3.1, (3.2)
WALCHER: Kap. 1.2, 7.3

III. Einf ührung

Ziel dieses Versuches ist es, eine spezielle Art stehender Wellen, n̈amlich Eigenschwin-
gungen, zu verstehen, die auf einem an beiden Enden fest eingespannten Draht erzeugt
werden. Es ist daher für Sie wichtig, das Entstehen einer stehenden Welle zu verstehen
und auch mathematisch beschreiben zu können.
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1) Wellengleichung und ihre Lösung

Als erstes soll daher für Ihren Versuch die Wellengleichung abgeleitet werden, deren Ab-
leitung Sie auch ausführlich im BERKELEY wiederfinden.

Der Draht der L̈angeL sei in x-Richtung mit dem Gewicht (der Gewichtskraft)F ge-
spannt.

Betrachtet werde eine infinitesimale seitliche Auslenkungs des Drahtes längs eines Draht-
stückesdx. Die Masse dieses Drahtstückes istm

L
dx. Die Drahtspannung sei aufdx kon-

stant.

Die Auslenkungs bewirkt eine Richtungs̈anderung des Drahtes umdα, so daß der Draht
näherungsweise eine KraftFdα sp̈urt. Bei kleinen Auslenkungen istα ≈ tan α, dieser
entspricht aber der Steigungds/dx.

Mit diesen Vor̈uberlegungen läßt sich nun unter Anwendung der Newton’sehen Gleichung
die folgende Gleichung aufstellen:

m

L

∂2s(x, t)

∂t2
= F

∂2s(x, t)

∂x2
⇐⇒ ∂2s(x, t)

∂x2
− m

L F

∂2s(x, t)

∂t2
= 0 (1)

Dies ist eine eindimensionale lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung und ist
zugleich die Wellengleichung. Sie beschreibt sowohl fortlaufende als auch stehende Wel-
len. Allgemein lautet die Wellengleichung:

∂2s(x, t)

∂x2
− 1

c2

∂2s(x, t)

∂t2
= 0 (2)

wobeic die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle beschreibt,c = vPhase.

Durch Koeffizientenvergleich k̈onnen Sie also leicht die Phasengeschwindigkeit der Draht-
welle berechnen zu:

c = vPhase =

√

LF

m
=

√

LA

m

F

A
=

√

F

σA
(3)

A = Drahtquerschnitt
σ = spezifische Dichte des Drahtes

Die Differentialgleichung 2 wird durch zwei Ansätze gel̈ost,

S1,2(x, t) = f(t ± x

c
), (4)

die sich nur in der Ausbreitungsrichtung der Welle unterscheiden.
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Für eine harmonische Welle kann die Funktionf als Sinus oder Cosinuswelle dargestellt
werden:

Sharm.1,2(x, t) = Am sin(ωt ± kx) = Am sinω(t ± x

c
) (5)

+: fortschreitende Welle, –: rücklaufende Welle, wobei

ω = 2πf = 2π c
λ

,
f = Frequenz,
k = Wellenzahl =2π

λ
,

vPhase =̂ c = Ausbreitungsgeschwindigkeit,
Am = Amplitude der Welle.

2) Stehende Wellen

Bemerkung: Im folgenden werden nur noch harmonische Wellenbetrachtet!

Auf einem an einer Seite eingespannten Draht wird die hinlaufende Welle an dem festen
Ende im Idealfall mit umgekehrt gleicher Amplitude voll reflektiert. In diesem Fall setzt
sich also die L̈osung der Differentialgleichung aus zwei Anteilen zusammen. Da sowohl
S1 als auchS2 die Gleichung 5 erf̈ullen, ist auch wegen des Superpositionsprinzips die
Summe oder Differenz der beiden eine Lösung der Gleichung. Somit lautet also die ge-
suchte L̈osung:

S(x, t) = Am sin ω(t − x

c
) − Am sin ω(t +

x

c
) (6)

Anwendung der Additionstheoreme liefert schließlich die folgende Gleichung:

S(x, t) = −2 Am sin(kx) cos(ωt) (7)

mit k =
2π

λ
, ω =

2π vPhase

λ
(8)

An dieser Gleichung erkennen Sie, daß

1. die Elongation an jedem Ortx fest ist und sich entlang derx-Achse sinusf̈ormig
ändert,

2. alle Punkte des Drahtes mit der gleichen Frequenzω und derselben Phase schwin-
gen.

Diese beiden Punkte bedeuten aber, daß Sie ein zeitlich festes Bild der Welle sehen, also
kein fortschreitendes mehr. Daher bezeichnet man eine solche Welle als stehende Welle.
Stehende Wellen sind also dann möglich, wenn der Draht an einem Ende fest ist. Diese
Bedingung fordert aber noch keine Einschränkung auf nur bestimmte Wellenlängen.

Diskutieren Sie nun mit Gleichung 7, an welchen Ortenx die Knoten und B̈auche zu
finden sind.
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3) Eigenschwingungen

In Ihrem Versuch ist der Draht an beiden Enden eingespannt, was f̈ur die Lösung eine
Zusatzbedingung bedeutet.

Als Randbedingung gilt nun, daß an beiden Enden die Amplitude Null ist.

Aus dieserÜberlegung folgt dann eine Einschränkung der m̈oglichen Wellenl̈angen, die
Sie direkt aus Gleichung 7 ableiten können!

Dazu sei der Draht beix = 0 undx = L eingespannt.

Am sin(kx) = 0 für x = 0, L → kL = nπ (9)

λEigen =
2L

n
(10)

L = n
λ

2
(11)

mit n = 1, 2, 3, . . .

Es sind also nur noch solche stehende Wellen möglich, deren geradzahliges Vielfache der
halben Wellenl̈ange auf die L̈angeL des Drahtes passen!

λ1 = 2L f1 =
√

F
Aρ

1
λ1

0 L

λ2 = 1
2
λ1 = L f2 = 2 f1

0 L

λ3 = 1
3
λ1 = 2

3
L f3 = 3 f1

0 L

λ4 = 1
4
λ1 = 1

2
L f4 = 4 f1

0 L
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In Punkt 1) wurde bereits die Phasengeschwindigkeit der Drahtwelle berechnet. Aus der
Gleichungλf = vPhase können Sie also nun die zu den Eigenschwingungen gehörenden
Eigenfrequenzen durch Einsetzen vonv leicht berechnen zu:

f =
vPhase

λEigen

(12)

fEigen =

√

F

Aσ

n

2L
(13)

Mit vPhase = v0 erhalten Sie dann für dien-te Eigenfrequenz:

fn =
v0

λn

(14)

Man nennt dabein = 1 die Grundschwingung der Welle,
n = 2, 3, . . . zweite, dritte und ḧohere Oberschwingungen der Welle.

Es ist leicht einzusehen, daß zwei verschiedene Frequenzensich wie ihre zugeḧorigen
geraden Zahlen verhalten, z. B.:

f1 : f3 = n1 : n3 (15)

Erklären Sie nun̈uber Gleichung 13, wie sich die Frequenzen bei unterschiedlichen Draht-
längen oder unterschiedlich starken Einspannungenändern.

Multipliziert man Gleichung 13 mit2π, so erḧalt man die folgende Gleichung;

ω =

√

F

Aσ
k (16)

Diese Gleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen Frequenz und Wellenzahl für
die Eigenschwingungen eines Drahtes. Eines solche Gleichung, dieω als Funktion vonk
angibt, heißt Dispersionsrelation.

Wenn der Quotientω/k von der Wellenl̈ange abḧangt, heißen die Wellen dispersionsbe-
haftet. Tr̈agt man alsoω gegenk auf, so wird diese Abḧangigkeit veranschaulicht.

4) Erzwungene Schwingungen, Resonanzkurven, D̈ampfung

In diesem Versuch haben Sie es mit erzwungenen Schwingungenzu tun. Sie regulieren
die Erregerfrequenz mit einem Frequenzgenerator und können dadurch den Draht in seine
Eigenschwingungen versetzen. Wie erklären Sie, daß der Draht nicht nur beif = fEigen,
sondern in einem FrequenzbereichfEigen ± ∆f schwingt?

Daüber den Frequenzgenerator ständig Energie nachgeliefert wird, Sie aber in der Schwin-
gung nur

”
endliche“ Amplituden erhalten, könnte eine Verletzung des Energieerhaltungs-

satzes vorliegen. Welche Größe m̈ussen Sie daher zur Beschreibung des Vorgangs mitbe-
nutzen, um Energieerhaltung gewährleisten zu k̈onnen?
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Diskutieren Sie nun abschließend noch einmal qualitativ das Aussehen der Resonanzkur-
ven bei einer festen Resonanzfrequenzω0 für unterschiedlich starke D̈ampfungen.

Die dargestellten Kurven entsprechen der Formel

1

(1 − ( ω
ω0

)2)2 + 2g( ω
ω0

)2
(17)

mit: ω = 2πf , f = Frequenz,
ω0 = 2πf0, f0 = Resonanzfrequenz (ohne Dämpfung),
g = Dämpfungsparameter,0 < g < 1

Beachten Sie, daß die tatsächliche Resonanz mit zunehmender Dämpfung mehr und mehr
unterhalb der ungedämpften Resonanzfrequenz auftritt.
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IV. Versuchsdurchführung

1) Hinweise zum Aufbau

Bauen Sie den Versuchsaufbau gemäß den folgenden Abbildungen auf. Hinweise: Statt
der spitzen Polschuhe werden auch solche mit großer Polfläche verwendet.
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Machen Sie sich die Wirkungsweise Ihres Versuchsaufbaues klar mit Hilfe Ihrer Kennt-
nisseüber Induktion; Sie benutzen einennichtferromagnetischen Kupferdraht (etvl. lacki-
soliert, d.h. die d̈unne Lackschicht muß an den Kontaktstellen abgeschmirgeltwerden).

Der Transformator hat eine Primärspule mit 250 oder 500 Windungen und eine Sekundär-
spule mit 20 Windungen.̈Uberlegen Sie sich, warum ein Transformator erforderlich ist —
der Draht hat einen geringen Widerstand; der Funktionsgenerator kann nur relativ kleine
Ströme, aber relativ hohe Spannungen (bis 20 V) — liefern.
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2) Versuchsprogramm

Berechnen Sie nun für Ihre Drahtl̈ange die Grundfrequenz aus Gleichung 13. Den Draht-
querschnitt k̈onnen Sie mit einer Mikrometerschraubeüber eine Meßreihe von mindestens
4 Werten bestimmen, die Drahtdichte finden Sie am Ende diesesAbschnitts.

Der Aufbau der Grundschwingung läßt sich bei langsamem Durchfahren des Frequenzbe-
reiches, in dem Sie die Schwingung erwarten, recht gut beobachten. Bereits in der N̈ahe
seiner Eigenfrequenz wird der Draht deutlich zu Eigenschwingungen angeregt, wobei mit
zunehmender Frequenz die Amplitude bis zur Resonanzfrequenz zu einem Maximum an-
steigt.

Zur besseren Beobachtung durchfahren Sie erst ein paarmal den jeweiligen Frequenz-
bereich, um gen̈ugend genau die Schwingungen verfolgen zu können. Sollten Sie die
Grundschwingung nicht finden, orientieren Sie sich an den hörbaren Oberschwingungen,
von denen Sie dann auf die Grundschwingung zurückschließen k̈onnen. (Aufgrund wel-
cher Gleichung?)

1. Durchfahren Sie den Frequenzbereich von unterhalb der Grundschwingung an und
bestimmen Sie m̈oglichst viele Eigenfrequenzen. (Das ist bei einem kleinenGe-
wicht und einem m̈oglichst langen Draht am einfachsten.) Achten Sie dabei darauf,
daß f̈ur die ḧoheren Oberschwingungen das Einstellen der Schwingung immer mehr
Feingef̈uhl verlangt.

Tragen Sie die gemessenen Eigenfrequenzenf gegenn auf. Ermitteln Sie die
bestm̈ogliche Gerade und aus dieser die Steigung, die Sie mit dem theoretischen
Wert vergleichen k̈onnen.

Bestimmen Sie die Phasengeschwindigkeit der Drahtwelle.

2. Bestimmen Sie (bei gleichbleibender Drahtlänge) f̈ur 4 weitere Gewichte die unte-
ren 3 Eigenfrequenzen. Tragen Sie die gemessenen Eigenfrequenzenf gegen

√
F

auf (für jedesn). Vergleichen Sie die Steigungen mit den theoretischen Werten.

3. Bestimmen Sie (beieinem Gewicht) f̈ur 4 weitere L̈angen die unteren 3 Eigenfre-
quenzen. Tragen Sie die gemessenen Eigenfrequenzenf gegen1/L auf (für jedes
n). Vergleichen Sie die Steigungen mit den theoretischen Werten.

4. Erstellen Sie eine Resonanzkurve (beieinem Gewicht undeiner Länge). Messen
Sie für die Grundschwingung die Amplitude in Abhängigkeit der Frequenz.

Zeichnen Sie die Resonanzkurve und bestimmen Sie die Resonanzfrequenz. Ver-
gleichen Sie sie mit der theoretisch berechneten Frequenz.Müssen Resonanzfre-
quenz und Eigenfrequenz genauübereinstimmen?

Zu jedem Ergebnis gehört eine Fehlerbetrachtung!

Dichte von Kupfer: ρCu = 8,93 g
cm3 = 8930 kg

m3
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3) Weitere Hinweise zum Versuchsaufbau

Der Reiter f̈ur die Drahteinspannung muß eine spitze Reiterschraube haben und sehr fest
auf der optischen Bank sitzen, denn durch den Draht und das angeḧangte Gewicht erf̈ahrt
er eine sehr starke Querkraft!

Einige Spulen haben einen getrennten Mittelanschluß
”
M2“, der mit dem Anschluß

”
M“

verbunden werden muß.

Die Offsetspannnung des Funktionsgenerators sollte 0 V sein, damit der Generator auch
bei maximal eingestellter Amplitude eine sinusförmige Ausgangsspannung liefert.

Die Frequenzmessung kann mit dem Oszilloskop und/oder dem Frequenzz̈ahler vorge-
nommen werden. Teilweise arbeiten die Frequenzzähler aber erst bei Frequenzen ober-
halb von 20 Hz sicher.

Der Tektronix-Funktionsgenerator liefert ein Triggersignal (ein zur Frequenz synchrones
Rechtecksignal), das am Modul rechts unten (BNC-Buchse TRIG) zur Verf̈ugung steht.
Dieses kann auch auf den Frequenzzähler gegeben werden.

Zur Messung vonf gegen1/L:
Durch Einspannen des Drahtes in eine Klemme (Stab mit Unterlegscheibe und Mutter)
lassen sich auch Drahtlängen von deutlich unter 1 m messen. Dazu wird zwischen Isolier-
halter und Umlenkrolle ein dritter Reiter mit diesem Klemmstab auf die optische Bank
gesetzt.

Universiẗat Wuppertal pk 2.2000/10.2006 TEX:11. Dezember 2006
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